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ZADANIE 1. Niech p, q > 1, 1

p
+ 1

q
= 1. Niech f bȩdzie zespolona̧ funkcja̧ mierzalna̧

na [0, 1] taka̧, że ∫
|f |p dx = 1

(wszystkie ca lki w tym zadaniu sa̧ liczone po przedziale [0, 1]).

(a) [8p] Korzystaja̧c z tw. Hahna-Banacha wykaż, że na [0, 1] istnieje zespolona
funkcja mierzalna g spe lniaja̧ca:

∫
|g|q dx = 1 oraz

∫
fg dx = 1.

(b) [4p] Znajdź konkretny wzór na funkcjȩ g i upewnij siȩ, że spe lnia ona obydwa
warunki (Wsk. Zachodzi wzór (p− 1)q = p).

ROZWIA̧ZANIE:
(a) Wiemy, na mocy twierdzenia Landaua, że sprzȩżona̧ do Lp([0, 1]) jest Lq([0, 1]),
w tym sensie, że każdy funkcjona l na Lp([0, 1]) jest postaci Pg(f) =

∫
fg dx, gdzie

g ∈ Lq([0, 1]). Tak wiȩc w zadaniu chodzi o znalezienie funkcjona lu Pg ∈ Lq([0, 1])
o normie 1 i takiego, że Pg(f) = 1 = ‖f‖, czyli ,,wycia̧gaja̧cy normȩ” z f . Istnienie
takiego funkcjona lu, to znany nam wniosek z Tw. Hahna–Banacha. Koniec.

Absurdalnym pomys lem jest napisanie, że Lp ⊂ Lq i usi lowanie ,,przed lużenia”

funkcji f ∈ Lp do jakiegoś elementu g z Lq. Czegoś takiego nie wymyśli lbym nawet

poddawany najgorszym torturom!

(b) Jeśli jednak chcemy funkcjȩ g podać jawnie, to rozumijemy tak: funkcja |f |p ma
ca lkȩ 1, a my chcemy, żeby fg mia lo ca lkȩ 1. Wiȩc da̧żmy do tego, żeby fg = |f |p.
A wiȩc k ladziemy

g =
|f |p

f

(z konwencja̧ 0

0
= 0). Wtedy rzeczywíscie fg = |f |p, wiȩc ca lka z fg wynosi 1.

Pozostaje sprawdzić, czy tak zdefiniowana funkcja spe lnia warunek, że ca lka z |g|q

równa siȩ 1. Ale

|g|q =
|f |pq

|f |q
= |f |pq−q = (na mocy wskazówki) = |f |p,

a to ma ca lkȩ 1 z za lożenia.



ZADANIE 2. Niech H oznacza przestrzeń Hilberta.

(a) [4p] Wykaż, że jeśli H jest rzeczywista, to u⊥v ⇐⇒ ‖u + v‖2 = ‖u‖2 + ‖v‖2.

(b) [2p] Podaj kontrprzyk lad na (a) w przestrzeni zespolonej.

(c) [6p] Niech H0 ⊂ H bȩdzie domkniȩta̧ podprzestrzenia̧ i niech v ∈ H0, u ∈ H.
Wykaż, że v⊥u ⇐⇒ v⊥uH0

, gdzie uH0
oznacza rzut ortogonalny wektora u na

podprzestrzeń H0.

ROZWIA̧ZANIE:
(a) Mamy

‖u + v‖2 = 〈u + v, u + v〉 = 〈u, u〉 + 〈u, v〉 + 〈v, u〉 + 〈v, v〉 =

‖u‖2 + ‖v‖2 + 〈u, v〉 + 〈u, v〉 = ‖u‖2 + ‖v‖2 + 2Re(〈u, v〉).

W przestrzeni rzeczywistej można pomina̧ć ,,Re” i równość wychodzi wtedy i tylko
wtedy, gdy 〈u, v〉 = 0, czyli gdy wektory u i v sa̧ prostopad le.
(b) Najprostsza̧ przestrzenia̧ zespolona̧ jest p laszczyzna zespolona C, a norma to
po prostu modu l. Weźmy wektory u = i oraz v = 1. Wtedy ‖u + v‖2 = |i + 1|2 =
2 = ‖u‖2 + ‖v‖2, natomiast wektory te nie sa̧ prostopad le, bo 〈i, 1〉 = i〈1, 1〉 = i,
co jest różne od zera.
(c) Rozpiszmy u jako uH0

+(u−uH0
). Wiemy, że ten drugi wektor jest prostopad ly

do H0. Zatem

〈u, v〉 = 〈uH0
, v〉 + 〈u− uH0

, v〉 = 〈uH0
, v〉.

Tak wiȩc lewa strona równa siȩ zero (a to jest warunek na u⊥v) wtedy i tylko wtedy,
gdy zeruje siȩ prawa strona (a to jest warunek na uH0

⊥v).

ZADANIE 3. [12p] Wykaż, że w przestrzeni Banacha C([0, 1]) cia̧g funkcji fn zbiega
s labo do funkcji f wtedy i tylko wtedy, gdy cia̧g |fn| jest ograniczony wspólna̧ sta la̧
i fn zbiegaja̧ do f w każdym punkcie.
(Wsk. Skorzystać z jednego z twierdzeń Riesza i jednego z twierdzeń Lebesgue’a).

ROZWIA̧ZANIE:
Jeśli fn → f s labo, to wiemy, że cia̧g fn jest ograniczony w normie. Norma̧ na
C([0, 1]) jest norma supremum, co oznacza, że funkcje |fn| sa̧ ograniczone wspólna̧
sta la̧. Dalej, funkcjona lami na C([0, 1]) sa̧ dowolne miary skończone, w szczególności
tzw. delty Diraca δx gdzie x ∈ [0, 1]. Zatem dla każdego x ∈ [0, 1] musi zachodzić
zbieżność ∫

fn dδx →

∫
f dδx.

Ale ca lka delta̧ Diraca, to wartość w punkcie, wiȩc powyższy napis oznacza, że

fn(x) → f(x),

czyli mamy zbieżność w każdym punkcie.



Na odwrót. Za lóżmy oraniczoność modu lów z fn pewna̧ wspólna̧ sta la̧ oraz zbieżność
w każdym punkcie. Zbieżność s laba̧ wystarczy testować na funkcjona lach nieu-
jemnych, bo one tworza̧ zbiór liniowo gȩsty. Każdy taki funkcjona l, to miara
skończona na [0, 1]. Zatem mamy sprawdzić, czy dla dowolnej takiej miary µ za-
chodzi zbieżność ∫

fn dµ →

∫
f dµ.

Ale wobec zbieżności punktowej i wspólnej ograniczoności sta la̧ (która na przestrzeni
z miara̧ skończona̧ jest oczywíscie ca lkowalna z ca lka̧ skończona̧) jest bezpośrednia̧
konsekwencja̧ twierdzenia Lebesgue’a o zbieżności zmajoryzowanej.
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