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Wroclaw, 16 czerwca 2016

ZADANIE 1. Niech p,q > 1, %4—% = 1. Niech f bedzie zespolona funkcja mierzalna

na [0,1] taka, ze
[z =1

(wszystkie catki w tym zadaniu sa liczone po przedziale [0, 1]).

(a) [8p] Korzystajac z tw. Hahna-Banacha wykaz, ze na [0, 1] istnieje zespolona
funkcja mierzalna g spelniajaca:

/|g|qd1':1 oraz /fgd:c:l.

(b) [4p] Znajdz konkretny wzér na funkcje g i upewnij sie, ze spelnia ona obydwa
warunki (Wsk. Zachodzi wzdr (p — 1)q = p).

ROZWIAZANIE:
(a) Wiemy, na mocy twierdzenia Landaua, ze sprzezong do L?([0, 1]) jest L4([0, 1]),
w tym sensie, ze kazdy funkcjonat na LP([0,1]) jest postaci Py(f) = [ fgdz, gdzie
g € L([0,1]). Tak wicc w zadaniu chodzi o znalezienie funkcjonatu P, € L([0, 1])
o normie 1 i takiego, ze Py(f) =1 = ||f], czyli ,,wyciagajacy norme” z f. Istnienie
takiego funkcjonatlu, to znany nam wniosek z Tw. Hahna—Banacha. Koniec.
Absurdalnym pomystem jest napisanie, ze LP C L% i usitowanie ,,przediuzenia”
funkcji f € LP do jakiego$ elementu g z LY. Czego$ takiego nie wymyslitbym nawet
poddawany najgorszym torturom!
(b) Jesli jednak chcemy funkcje g podaé jawnie, to rozumijemy tak: funkcja |f|P ma
caltke 1, a my chcemy, zeby fg mialo calke 1. Wiec dazmy do tego, zeby fg = |f|P.
A wiec kladziemy
_ P
g=11

f

(z konwencja % = 0). Wtedy rzeczywiscie fg = |f|P, wiec catka z fg wynosi 1.
Pozostaje sprawdzié, czy tak zdefiniowana funkcja spelnia warunek, ze caltka z |g|?
rowna sie 1. Ale

jgte = U
77

= |f|P97? = (na mocy wskazdéwki) = | f|?,

a to ma calke 1 z zalozenia.



ZADANIE 2. Niech H oznacza przestrzen Hilberta.
(a) [4p] Wykaz, ze jesli H jest rzeczywista, to ulv <= |ju+v||? = ||ul]® + ||v]|?.
(b) [2p] Podaj kontrprzyktad na (a) w przestrzeni zespolone;.

(c) [6p] Niech Hy C H bedzie domknieta podprzestrzenia i niech v € Hy, u € H.
Wykaz, ze vlu <= vlup,, gdzie ug, oznacza rzut ortogonalny wektora u na
podprzestrzen Hy.

ROZWIAZANIE:
(a) Mamy

lu+ol* = (u+v,u+v) = (uu) + (u,0) + (v, u) + (v,0) =
lull® + )1 + (u, v) + (u, v) = JJull® + [[v]* + 2Re((u, v)).

W przestrzeni rzeczywistej mozna pominaé ,,Re” i réwnos$¢ wychodzi wtedy i tylko
wtedy, gdy (u,v) = 0, czyli gdy wektory w i v sa prostopadle.
(b) Najprostsza przestrzenig zespolong jest plaszczyzna zespolona C, a norma to
po prostu modut. Wezmy wektory u =i oraz v = 1. Wtedy |lu +v|? = |i + 1|2 =
2 = ||ul|? + ||v]|?, natomiast wektory te nie sa prostopadte, bo (i,1) = i(1,1) = i,
co jest rézne od zera.
(¢) Rozpiszmy u jako upy, + (u—up,). Wiemy, ze ten drugi wektor jest prostopadty
do Hy. Zatem

(u,v) = (upy, v) + (U — umy, v) = (Uny, V).

Tak wigc lewa strona réwna sig zero (a to jest warunek na u_lv) wtedy i tylko wtedy,
gdy zeruje si¢ prawa strona (a to jest warunek na wugy, Lv).

ZADANIE 3. [12p] Wykaz, ze w przestrzeni Banacha C([0, 1]) ciag funkcji f,, zbiega
stabo do funkcji f wtedy i tylko wtedy, gdy ciag |f»| jest ograniczony wspdlna stala
i fn zbiegaja do f w kazdym punkcie.

(Wsk. Skorzystaé z jednego z twierdzen Riesza i jednego z twierdzeri Lebesgue’a).

ROZWIAZANIE:

Jedli f,, — f slabo, to wiemy, ze ciag f, jest ograniczony w normie. Norma na
C(]0,1]) jest norma supremum, co oznacza, ze funkcje |f,| sa ograniczone wspélng
stala. Dalej, funkcjonatami na C([0, 1]) sa dowolne miary skoriczone, w szczegdlnosci
tzw. delty Diraca ¢, gdzie x € [0,1]. Zatem dla kazdego x € [0, 1] musi zachodzié

zbieznosé
/fnd(sx—)/fdéx.

Ale calka delta Diraca, to wartos¢ w punkcie, wiec powyzszy napis oznacza, ze

fal) = f(2),

czyli mamy zbiezno$¢ w kazdym punkcie.



Na odwrét. Zalézmy oraniczonosé moduléw z f,, pewna wspdlna stata oraz zbieznosé
w kazdym punkcie. Zbiezno$¢ staba wystarczy testowaé na funkcjonatach nieu-
jemnych, bo one tworzg zbidr liniowo gesty. Kazdy taki funkcjonal, to miara
skoriczona na [0,1]. Zatem mamy sprawdzié, czy dla dowolnej takiej miary u za-

chodzi zbieznosé
[ twin > [ i

Ale wobec zbieznosci punktowej i wspdlnej ograniczonosci stala (ktéra na przestrzeni
z miara skoriczona jest oczywiscie catkowalna z catka skoriczona) jest bezposrednia
konsekwencja twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci zmajoryzowane;j.
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